TEORIA DEI SEGNALL A 18-02-2002

Svolgere i seguenti esercizi, nell’ordine preferito. Scrivere in modo chiaro e leggibile,

giustificando i passaggi. Tempo a disposizione: 3 ore.

- T {1 '[6 pt] Una scatola contiene 3 palline bianche. Si lancia un dado nop truccato e si
aggiungono un numero di palline nere pari alla faccia presentata dal dado. Si estrae

quindi una pallina dalla scatola.

a) Qual ¢ la probabilita che la pallina estratta sia bianca?
b) Avendo estratto una pallina bianca, qual ¢ la probabilita che il dado presentasse

una faccia dispari?

2) [6 pt] Si sceglie a caso un punto nell’intervallo (0, X). Indicando con Y la v.c. che
rappresenta I'ascissa di tale punto, si determini la sua d.d.p. fy(y) nellipotesi che
X sia una v.c. uniformemente distribuita tra Q e 1.

—*  3) [6 pt] Una scatola contiene 2 dadi, di cui uno regolare ed uno truccato in modo che

1 1
P{fit=5, P{fi=—=}, i=234,506.
2 10

Si estrae un dado dalla scatola e, per determinare se ¢ quello truccato, lo si lancia una
volta. Se esce la faccia f; si decide che il dado é truccato, altrimenti no. Determinare

>

la probabilita di errore.

4) |6 pt] Un’auto della polizia pattuglia costantemente un’autostrada lunga L chilome-
tri. Ad un certo istante si verifica un incidente lungo I'autostrada, in un punto a caso
di essa (cio¢ ad una distanza uniformemente distribuita da uno dej due estremi).
Supponendo che anche la posizione dell’auto dells, polizia sia una v. ¢. uniformemen-
te distribuita, ed indipendente dalla posizione dell’incidente, calcolare la densita di
probabilita della v. ¢. “distanza dell’auto della polizia dal punto dell'incidente”.

5) [6 pt] Sia data una v. c. X, con media E[X] = 1 e varianza Var(X] = 5. Si trovi

a) B{(2+ X)?]
b) Var{4+3X}



TEORIA DEL SISGNALL A 18-02 2005

Soluzioni

1) Una scatola contiene 3 palline bianche. Si lancia un dado non truccato e s aggiungono
un numero di palline nere pari alla faccia presentata dal dado. Si estrae quindi una
pallina dalla scatola.

a) Qual é la probabilita che la pallina estratta sia bianca?

b) Avendo estratto una pallina bianca, qual ¢ la probabilita che il dado presentasse
una faccia dispari?

Soluzione
a) Definiti gli eventi
B = {estrazione di una pallina bianca}
F; = {il dado presenta la faccia i}

ed applicando il teorema della probabilita totale, la probabilita cercata é

PB) = Y P(B|) P

1=1
_ 26: 8 1_2809 o
341 6 5040 498

b) Definito evento D = {il dado presenta una faccia dispari}, si ha che D = F, +
F3 4+ F5 e quindi

P(BD) _ P(BI1+BFs+BTs) _ P(BF) + P(BT;) +P(BTF;)

P(D|3) P(B) P(B) - P(B)  ©
_ P(B|3)P(51) + P(B|F5)P(F3) + P(B | F5) P(Fs) v O G/
P(B) =MDy

2) Si sceglie a caso un punto nell’intervallo (0, X). Indicando con ¥ la v.c. che rappresenta
I'ascissa di tale punto, si determini la sua d.d.p. fy(y) nell’ipotesi che X sia una v.c.
uniformemente distribuita tra 0 e 1.

Soluzione
Condizionatamente a X =z, lad.dp. diY &
Sxv(z,y) L o<y<yg
T ] = ol e z — -~
frix(]z) fx(z) 0 altrove

da cui

400 400 11 -
fy(y) o= / fXY(:C, y)dm = / f)’IX(y'iU)fx(SL‘)dm = fy ;d.’L‘ - Nlogy 0<y<i1
oo ~00 0 altrove



3)

4)

Una scatola contiene 2 dadi, di cui uno regolare ed uno truccato in modo che
]) " — l Pl g l N s -
{Ji}*i; 1’{/1':“1*6}, 1=2,3,4,5,6.

Si estrae un dado dalla scatola e, per determinare se é quello truccato, lo si lancia una
volta. Se esce la faccia f si decide che il dado ¢ truccato, altrimenti no. Determinare la,

probabilita di errore.

Soluzione
Definiti gli eventi
D = {estrazione del dado regolare}
Dy = {estrazione del dado truccato}

i = {il dado presenta la faccia f;}

Pevento errore € ¢é
E=5D,+ (372 + F3 + F; + F4+ Ty +96)®t
e sfruttando il fatto che gli eventi D, e D, sono disgiunti

P(€) = P(3|Dy)P(D,) + P(Fy +Fs + Fy + Ty + F5 + F | D) P(D,)
11 51 1

62 102 3
Un’auto della polizia pattuglia costantemente un’autostrada lunga L chilometri. Ad un
certo istante si verifica un incidente lungo P'autostrada, in un punto a caso di essa (cioe’
ad una distanza uniformemente distribuita da uno dei due estremi). Supponendo che
anche la posizione dell’auto della polizia sia una v. c¢. uniformemente distribuita, ed
indipendente dalla posizione dell’incidente, calcolare la densita’ di probabilita’ della v.
c. “distanza dell’auto della polizia dal punto dell’incidente”.

-
\

Soluzione S

L’autostrada corrisponde all’intervallo [0...L], su cui sono definite le v. c¢. uniformi ed

indipendenti X ={punto dellincidente} e Y ={posizione auto della polizia}. Pertanto

la loro densita di probabilita congiunta é: L”‘
A /

L se0<z<L0<y<L @,4/
. ’ 7

fXY(m) y) = { 0 else

A

o L
ed & non nulla su un quadrato di lato L. Per calcolare la p.d.f della v? c. distanza

D = |X —Y|, calcoliamone prima la c.d.f , notando che
{D<d}={{Y > X -d}n{Y < X +d}}

e pertanto definendo gli eventi A = {Y > X +d} ¢ B = {Y < X —d}, (che visualizziamo
come due triangoli di uguale area (L — d)?/2 sul quadrato di definizione di Ixv(z,v))
si ottiene

Fp(d) = P{D <d} =1—-P{A} - P{B} =1 — 2.115_@:2_31)_2,



)

e derivando rispetto a d si ottiene

Jp(d) :%(Lwd) se 0<d<1,
e zero altrove.
5) Sia data una v. ¢. X, con media E[X] = 1 e varianza Var[X] = 5. Si trovi
a) B{(2+X)’]
b) Var{4 43X}

Soluzione

Si usa la linearita dell’operatore valor medio:

@ BEe+X)] = BU+X214X) =44 E[X?] +4F|X)
= 4+ (VarlX] + BIXP) + 4BIX] = 4+ (5 + 1) + 4 = (¢,

(b) Var[d +3X] = Var[3X] = 9Var[X] = 45
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Svolgere i seguenti esercizi, nell’ordine preferito. Scrivere in modo chiaro e leggibile, giustificando
i passaggi. Tempo a disposizione: 3 ore.
1) [8 pt] Sia fxy(x,y) data dalla porzione di piano mostrata in figura, e nulla altrove.

.)5{ Y(xry )

a

a) Ricavare fx(x), fr () e darne il grafico; determinare il fattore a.

b) Ricavare fyjx (v]x). Sono X ed Y indipendenti? Giustificare Ia risposta.

a
. e . X
2) [8 pt] Si consideri il seguente esperimento composito: 1) Si scelgono X palline a caso da uﬁ

cesto che ne contiene M = 99; 2) Si lancia ciascuna delle X palline scelte, indipendentemente
dalle altre, a caso in una tra N = 50 scatole disponibili. Si calcoli a fine esperimento il numero

medio di palline per scatola.

3) [8 pt] Un dispositivo consta di tre componenti il cui tempo di vita (espresso in ore) & schematiz-
zabile con tre variabili casuali Ty, 73, T3 aventi s i oy Sies g .

L s/ 1000 » € : l‘, 2 3’ nti densita di probabilita Sr(1)= sz(t) — f1‘3(t) _

1000 € u(t) ore™ ", ed ¢ noto che ciascun componente si rompe indipendentemente dagli

altri. Per manutenzione ordinaria, si sostituiscono ogni fp ore tutti e tre i componenti in modo

che la probabilita di guasto del dispositivo, nell’intervallo tra due sostituzioni, sia pari a 0.1.

Quanto vale #p?

4) [9 pt] La resistenza R di un certo tipo di resistori ¢ una variabile casuale la cui densita di

. probabilita fg(r) in [kQ] ! & indicata in figura.
{5 \\ >
‘éﬁ : a) Selezionando i resistori con 1.5 <R < 2.5kQ, cal- . fo(r) :
=4 e colare la densita di probabilité della variabile casuale R
A che caratterizza tali resistori. 1 /\
b) Prendendo a caso uno dei resistori prima seleziona- I 1 2 3 r>[KQ]

ti, calcolare la probabilita che la sua resistenza sia
minore di 2k€.
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Soluzioni

1) [8 pt] Sia fxy(x,y) data dalla porzione di piano mostrata in figura, e nulla altrove.

j;(y(x’y)
a

a) Ricavare fx(x), fr(y) e darne il grafico; determinare il fattore a.

b) Ricavare fyx (y/x). Sono X ed Y indipendenti? Giustificare la risposta.

a

Soluzione

(a) Ricaviamo le marginali per integrazione rispetto alla variabile che non interessa: fissiamo
x e calcoliamo:

N,
&Y
\. @
*

fx(x) = / fxy(x,y)dy = areamarcata = (a—x)?/2 per 0 < x < a e nulla altrove

XY



La condizione di normalizzazione impone:

@

a(a-— x)idx e
=

2

[ s

da cui ricaviamo a = (61)‘/ 32 A, 32 . Per simmetria ricaviamo che fy (1) = fx (&).

(b) Ora ricaviamo I’espressione analitica di fyy. Fissato x, la funzione & la retta fxy(x) =

~x+ (a—y) e dunque

a-x—y perO0<x<a0<y<a—x

Srr(x,y) = {

0 altrove

e infine
fxy(x,y): 2%35% per0<x<a0<y<a—x

y/x) ="
fogx /) fx(x) { 0 altrove
Ora, poiché fy/x(y/x) # fr (v) concludiamo che X e ¥ non sono indipendenti.

2) [8 pt] Si consideri il seguente esperimento composito: 1) Si scelgono X palline a caso da un
cesto che ne contiene M = 99; 2) Si lancia ciascuna delle X palline scelte, indipendentemente
dalle altre, a caso in una tra N = 50 scatole disponibili. Si calcoli a fine esperimento il numero

medio di palline per scatola.

Soluzione

Supponiamo di conoscere il valore della v. c. numero di palline X = x, ¢ numeriamo tali
palline da 1 a x. Fissiamo I’attenzione sulla la generica scatola j, con 1 < j < M. Definiamo
successo sulla prova i ’evento {la pallina i cade nella scatola j}, con 1 <i < x. Poiché i
lanci sono indipendenti, il numero di successi S; su x prove indipendenti ci da il nklfhiero di
palline che finiscono nella scatola j, e tale numero S; ha dunque una distribuzione binomiale
di parametri x (numero di prove) e 1/N (probabilita di successo). E noto che tale binomiale

ha media x - % Pertanto si ricava immediatamente

E[si/X =x) =5

dove notiamo che tale media & condizionata alla conoscenza della v. ¢. X. Dunque la media
non condizionata, cio& la risposta al punto (a), € (per il teorema della media condizionata, o
equivalentemente per il teorema della probabilita totale):

X, E[X] M+1_ 99+1

E[s)) = E[E[S;/ X =BGl == = =5 = 525 =

N 1 (1)




8

e tale numero medio ¢ uguale per tutte le scatole in quanto non dipende da .
Soluzione aliernativa:
Possiamo arrivare al risultato senza tirare in ballo |a distribuzione binomiale di § j come segue.

Definiamo le v. c. (indicatori di successo al lancio della i-ma pallina nella scatola J fissata,

cioé successo alla i-ma prova):

I - 1 se pallina i finisce in scatola J
b 0 altrimenti

Evidentemente il numero di palline che finiscono nella scatola prescelta sono S; = 3* I e

prendendo la media (condizionata alla conoscenza del numero dj palline X = x ) otteniamo

sy == S 5,1 -

l-':«"l i:l

=

dove abbiamo usato il fatto che E[l) = 1 - P{I; = 1}40-P{L; =0} = 1 - P{successo} = /_Vl_
Infine mediamo come in (1).

3) [8 pt] Un dispositivo consta di tre componenti il cuj tempo di vita (espresso in ore) & schematiz-
zabile con tre variabili casuali T, T3, T3 aventi densith di probabilita f7, (1) = fr,(t) = fr(t) =
o € 1%%%(¢) ore™!, ed & noto che ciascun componente si rompe indipendentemente dagli
altri. Per manutenzione ordinaria, si sostituiscono ogni 1y ore tutti e tre i componenti in modo

che la probabilita di guasto del dispositivo, nell’intervallo tra due sostituzioni, sia pari a 0.1.

Quanto vale 75?

wl

Soluzione

II tempo di vita del dispositivo & la variabile casuale 7 — min(7y,73,73). Dal fatto che un
componente si rompe indipendentemente dagli altri, si deduce che le variabili casuali 73, 75,
T3 sono indipendenti e dal momento che I'evento {T > 1} & equivalente a {i>1,>1,15>

t} ={T > t}{Th > t}{T3 > t} abbiamo che
PT >t} =P{Ti >t} P{G > 1} P{Ty > 1} = [1 — Fr,(0))?

essendo F(r) = [* . fr(v)dv = [1 — e/ 1900)24(r) 1a funzione di distribuzione delle v.c. T,
i =1,2,3. Quindi

Fr(e)=1-[1=Fy() = 1 -~ ¥/100 (5 ¢y



Indicando con G I’evento {guasto del dispositivo}, occorre determinare fg tale che
P{G}=P{T <to} = Fr(t) =1 — ¢~ 30/1000 _ g 4

ovVvero
1000

o= ——3 log(0.9) 22 35.120re.

Altra soluzione:

Cla.SCUI’l cor.npc.mente funziona ancora per ¢ = 19 con probabilita g = [~ fr;(t)dt = ¢~10/1000
e si rompe indipendentemente dagli altri. La probabilitd che il dispositivo funzioni ancora
per t = to (evento G) uguaglia la probabilita che si abbiano 0 rotture (successi) entro 1y su 3
componenti (prove), essendo p = 1 — g la probabilita di successo (rottura) nella singola prova.

Segue che

P{G}=1-P{G} =09 = < 3 ) PO = ¢~30/1000

da cui ancora
1000
o= 3 log(0.9) = 35.120re.

4) [9 pt] La resistenza R di un certo tipo di resistori ¢ una variabile casuale la cui densita di
probabilith fr(r) in [kQ] ! & indicata in figura.
a) Selezionando i resistori con 1.5 < R < 2.5 kQ, cal- fo(r)
colare la densita di probabilita della variabile casuale .

che caratterizza tali resistori. 1 /\

b) Prendendo a caso uno dei resistori prima seleziona- ] 1 2 13- I’V[KQ]
ti, calcolare la probabilita che la sua resistenza sia

~ minore di 2kQ.

Soluzione

a) Posto 4 = {1.5 < R <2.5kQ}, si cerca fr(r| A). Dalla formula di Bayes mista abbiamo

che
P{A|R =r} fr(r)

Pla}

Jr(r|A) =
e dal momento che

1 sel5<r<2.5

P{ﬂ{Rzr} =P{l.5<R< 25|R=r}=
0 altrimenti

Py | ffk(r)dr -2



SCgue!

1) — r(r) sels5<r<2.5
Julr|A) = { 0 altrimenti
4 Jz(114)
4/3
Jr(r)
| -
1 2 3 r

b) Si puo usare la fr(r|.4) ottenendo

Pir<21a) = [ i adr= [ 4 nyar~ 1

oppure calcolare direttamente

P{R<2,1.5<R<25} 4
P{15<R<25} 3

P{R<2|15<R<25}=

P{1L5<R<2}= _2. 1



o

0%
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g e ] oy Y - senPel7l Yarchir ofarit ~ " : . vy e . . .
Svolgere i seguenti esercizi, nell’ordine preferito. Scrivere in modo chiaro e leggibile, giustificando i

passaggi. Tempo a disposizione: 3 ore.

1) Un sistema di comunicazione trasmette un segnale binario sche-

5)

7)

matizzabile come una v.c. discreta X con P{X = 0} = 31- e fr(r)
P{X =1} = % Si riceve il segnale Y = X + R dove R, ru- 1/2

more introdotto dal sistema, & una v.c. indipendente da X e

distribuita come in figura. Il segnale ricevuto viene interpretato

come “0” se Y < yocome“1"seY >,con0 <<, -9 | 9 7

¥

a) [3 pt] Trovare e disegnare la densita di probabilita di Y.

" b) [5 pt] Trovare il valore di « per il quale la probabilitd di interpretazione errata & minima
ed il valore di tale probabilita. ‘

[5 pt] Il signor Rossi possiede due telefonini. Assumendo che il tempo necessario perché, a partire
da un certo istante ¢ = 0, riceva la prima chiamata su un telefonino sia una v.c. esponenziale
di parametro A; per il primo e Az per il secondo, rispettivamente, e che le chiamate sui due
telefonini siano indipendenti, determinare la d.d.p. della v.c. “Tempo necessario perché il signor

Rossi riceva una chiamata”.
[5 >pt] La d.d.p. congiunta delle vic. X eY & fxy(z,y) = /2 0<z<y;0<y<2
0 altrove )

Stabilire se le due v.c. sono statisticamente indipendenti e determinare F{X|Y = 1}.

[2 pt] Sia (X1, X2,... , X ) un sistema di NV v.c. indipendenti.
Definita la v.c. ¥V = Ef\_r__l X;, dire quali delle seguenti relazioni sono sempre valide e perché.

a) B{Y} = Zfil B{Xi}; b) B{Y?} = Z,IZ_.I EB{X?}; ¢ ari", = E,{il o'_%(‘, .

[5 pt] Una slot machine ¢ composta da 3 rulli identici, ciascuno recante S simboli, ed un display
che mostra un simbolo per ogni rullo. Ad ogni giocata, che costa cinquecento lire, i rulli
vengono ruotati indipendentemente e a caso. Se quando i tre rulli si fermano compaiono tre
simboli identici sul display, il giocatore vince centomila lire. La slot machine costa un:milione
di lire al gestore, il quale prevede in media 5000 giocate I’anno. Qual & il minimo valore di S
affinché il gestore della slot machine possa in un anno in media ammortizzare il prezzo della

slot machine?

[5 pt] Un giocatore di tiro al bersaglio fa N = 400 tiri, con probabilita di centrare il bersaglio
p = 0.1. Ogni tiro gli costa 1000 lire, e ad ogni centro ne guadagna 4000. Qual ¢ la probabilita
che il giocatore ci guadagni? (si faccia uso della relazione [>° e~ 2qp o e”‘z”’ valida per
z > 3)

[3 pt] Un telefonino ha un tempo medio di vita di 5 anni (360 giorni/anno), con deviazione
standard di 20 giorni. I¥ possibile che la probabilitd che duri meno di 4 anni o piti di 6 ecceda
10727 Giustificare la risposta.

-
b






Soluzioni
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1) Un sistema di comunicazione trasmette un segnale binario sche-
matizzabile come una v.c. discreta X con P{X = 0} = % e Ir(r)
P{X =1} = %. Siriceve il segnale ¥ = X + R dove R, ru- 1/2
more introdotto dal sistema, ¢ una v.c. indipendente da X e

distribuita come in figura. Il segnale ricevuto viene interpretato
come “0” se ¥ <y o come“”se ¥ >, con0 < y<1. )

v

a) [3 pt] Trovare e diseghare la densita di probabilita di V.

b)

a)

b)

[6 pt] Trovare il valore di « per il quale la probabilita di interpretazione errata & minima
ed il valore di tale probabilita.

Soluzione

Dal teorema delle probabilita totali abbiamo: 5/12 !

fr@) =fry| X =0)P{X =0}+fy(y| X = 1)P{X =1}

1/3

Se X =0, alloraY = Re fy(y|X =0) = fr(y), mentre
se X =1,alloraY =R+1e fy(y|X =1)= fpy —1).
In conclusione

Iv) = 12 + 3 faly ~ 1)

Detto £ I'evento {Interpretazione errata}, abbiamo che
E={X=0Y >} +{X =1,Y <~}
e quindi, essendo disgiunti i due eventi {X =0,Y >y} e {X = 1,Y < 7}y
P(E) = P{Y >q|X =0}P{X =0} + P{Y < Y| X =1}P{X =1}

= Sl= Fat)+ Sty - 1).

Derivando rispetto a +, otteniamo

dP(E
‘“g;‘(y“l = “-;“fn(’r) + “ng(”Y —-1)

che risulta essere uguale a zero solo per v = 0, come pud anche desumersi dalla figura
precedente. Tale valore, come ¢ facile verificare, rappresenta un minimo per P(£) e quindi

per v =10
+

1
4

o
X
DO
Wi
X
CO|

P() = 511 = Fr(0)] + 21p(~1) =



2)

3)

[6 pt] H signor Rossi possiede due telefonini. Assumendo che il tempo necessario perché, a partire
da un certo istante ¢ = 0, riceva la prima chiamata su un telefonino sia una v.c. esponenziale
di parametro A; per il primo e Ay per il secondo, rispettivamente, e che le chiamate sui due
telefonini siano indipendenti, determinare la d.d.p. della v.c. T = “Tempo necessario perché il
signor Rossi riceva una chiamata”,

Soluzione

Dette T3, ¢ = 1,2, le v.c. “Tempo necessario perché arrivi una chiamata, sul telefonino #”, abbiamo
che T = min(T3,T%) e quindi {T" <t} = {I <t} + {1z < t}. Essendo gli eventi {Th <t}e
{T» <t} non disgiunti, abbiamo che

P{T < t} = P{T1 < t} + P{Tz < t} - P({T1 < t}{Tz < t})
che, per l'indipendenza di T} e 75 possiamo scrivere

P{T <t} = P{Ty <t} +P{Ty <t} - P{T) < }P{T; <1}
= FT] (t) + FT:; (t) - FT: (t)IFTz (t) .

Detta u(t) la funzione “gradino unitario”, derivando rispetto a ¢ otteniamo:
fr@®) = fn(t)+ fr,(t) = fr, () Fr,(t) — Fr, (t) fr, (t)
= [Are M4 Age Mot = Are (1 — e Mty (1 — e""\‘t)/\ge“’\zt] u(t)
= (M + Az)e“()\l +Aa)t u(t)
. . L 1/2 0<z<y;0<y<?2
[5 pt] La d.d.p. congiunta delle v.c. X e Y & fyy(z,y) = { 0 altrove :

Stabilire se le due v.c. sono statisticamente indipendenti e determinare E{X|Y =1}.

Soluzione
Calcolando le densita marginali: i
o] : 21 1
sdy=1-1z 0<z<2

i = dy = fm 2 ) >& S
Ix(@) '[“'X’ Fxvie,y) dy { 0 altrove

i fy lgr = 1, 0<y<?

= = 02 2'/ SV s
fr(y) [_m Ixy(e,y)de { 0 s

ed osservando che fxy(x,y) # fx(z)fr(y), concludiamo che X e ¥ non sono indipendenti.
Inoltre, osservando che

_Ixv(y) [ 1)y 0<az< y
fx|y(18 lv)= fr(y) - { 0 altrove

per y = 1 abbiamo

o0 1
B{X|Y =1} = me|y(wl1)d:c:/ mdmx%
— 00 0



4) [2 pt] Sia (X1, X2,..., Xn) un sistema di N v.c. indipendenti.
Definita la v.c. Y = 3V, X;, dire quali delle seguenti relazioni sono sempre valide ¢ perché.

o) BY) =DM B{X}; b) B} = SN, X2 o) oh =%, 0%
Soluzione

Sono sempre vere la (a), per la linearita dell’operatore di aspettazione, e la (c) perché la varianza
della somma di N v.c. indipendenti ¢ sempre uguale alla somma, delle varianze. La (b) & vera
solo in alcuni casi particolari, per esempio quando tutte le v.c. sono a media nulla.

5) [5 pt] Una slot machine & composta da 3 rulli identici, ciascuno recante § simboli, ed un display
che mostra un simbolo per ogni rullo. Ad ogni giocata, che costa cinquecento lire, i rulli
vengono ruotati indipendentemente e a caso. Se quando i tre rulli si fermano compaiono tre
simboli identici sul display, il giocatore vince centomila lire. La slot machine costa un milione
di lire al gestore, il quale prevede in media 5000 giocate 1’anno. Qual & il minimo valore di S
affinché il gestore della slot machine possa in un anno in media ammortizzare il prezzo della

slot machine?

Soluzione

Definiamo la v.c. guadagno del gestore alla i-esima giocata

G = 800 se il giocatore perde
*7 ] 500 —10° se il giocatore vince

Il numero di possibili triplette della slot machine ¢ $3, mentre il numero di triplette con simboli
uguali & S, e pertanto P{giocatore vince} = 3.‘5-3— = 3,—17, mentre P{giocatore perde} = 1 — 'Slf
Quindi:
1 1 5 105

B{Gi} = (1- 500’*'“5“5(500”10 ) =500 — = .

Il guadagno annuo G ¢ la somma dei guadagni di tutte le giocate: G = z,";l Gy, dové]e\ G sono
v.c. ugualmente distribuite, indipendenti ed indipendenti da N, con E{N} = 5000. Pertanto,
condizionando ad N e mediando rispetto ad N si ottiene facilmente: '

B{G} = B{B{G|N}} = B{N - B{G;}} = B{N} - B{G\} .

Imponendo che questo sia maggiore del costo C' = 10° della slot machine troviamo: E{G;} >
200, ovvero S > ,/%—3% £ 18.3, da cui concludiamo che il minimo § per cui E{G} supera C &
S =19.

6) [5 pt] Un giocatore di tiro al bersaglio fa N = 400 tiri, con probabilita di centrare il bersaglio
p = 0.1. Ogni tiro gli costa 1000 lire, e ad ogni centro ne guadagna 4000. Qual ¢ la probabilita

e~52/2

, valida per z > 3)

che il giocatore ci guadagni? (Si usi la relazione [° et /2 =
Soluzione
Definite la v.c. “numero di centri” C e la v.c. “guadagno del giocatore” G = C - 4000 — N - 1000,

la probabilita cercata ¢ P{G > 0} = P{C' > N/4} = P{C > 100}. La v.c. C ha distribuzione
binomiale con media E{C} =17, = Np = 40 e varianza Var{C} = 02 = Np(1 — p) = 36.

v



Ve

Per il teorema del limite centrale C' converge ad una v.c. gaussiana con stessa media ¢ varianza
Pertanto, mediante il cambio di variabile di integrazione 3—;113 = ed essendo 199=7e . 10,
¢ Te )

e U124y

2"3 de =

1 [o5]
P 10 = -
{C > O} /2,”0-2 /00 \/é;;ﬁo““

Q( p =" =~ 7.69-10

[3 pt] Un telefonino ha un tempo medio di vita di 5 anni (360 giorni/anno), con deviazione
standard di 20 giorni. I possibile che la probabilitd che duri meno di 4 annj o pitt di 6 ecceda

1027 Giustificare la risposta.

Soluzione

Definiamo la v.c. X = “tempo di vita del telefonino”, con media 5 = 5 - 360 giorni e deviazione
standard o = 20 giorni. 5i cerca la probabilita P{|X — 7| > ¢}, con € = 360 giorni.

Per la disuguaglianza di Chebychev
, o\?
P{X -7 > €} < (g> =3.08-1073

e quindi non & possibile che tale probabilita ecceda 1072,

ARt



TEORIA DEI SEGNALI A 27-10-2001

Svolgere i seguenti esercizi, nell’ordine preferito. Scrivere in modo chiaro e leggibile,
giustificando i passaggi. Tempo a disposizione: 3 ore.

>§1) [7 pt] Si scelgono, a caso ed in modo indipendente, 200 punti nellintervallo [0, 100].
- Calcolare la probabilita di scegliere 1 ed 1 solo punto appartenente all’intervallo [0, 2):

a) esattamente;

b) usando I'approssimazione di Poisson;

c¢) usando l'approssimazione gaussiana,

2) [6 pt] Data la variabile casuale X, la cui funzione di distribuzione Fy (z) ¢

& Fx (z)
1

1 x>0
Fx(@)=4{ §+3+1) -1<z<o0
0 x < —1

x

-1 0

Calcolare la probabilita degli eventi A = {X > 1/3} e B= {X < ~1/2}.

3) [6pt] SiaY =b- a*, dove X ¢ una variabile casuale di Poisson di parametro p
e a,b sono costanti note. Calcolare E{Y}. ,

N

4) [7 pt] Siano B e C due variabili casuali indipendenti uniformemente distribuite in
[0,1]. Qual ¢ la probabilita che le radici dell’equazione z% 4 Bz + C' = 0 siano reali?

5) [7 pt] Sia X una variabile casuale gaussiana a media nulla e varianza unitaria e sia
I una variabile casuale discreta, indipendente da X, che assume i valori 0 ¢ 1 con
probabilita 1/2. Data la variabile casuale Y, funzione di X ed I,

X sel=1
Yw{—~X se I =0

a) calcolare la densita di probabilita di Y

b) calcolare la covarianza diXe Y.
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Soluzioni

1) [7 pt] Si scelgono, a caso ed in modo indipendente, 200 punti nellintervallo [0, 100].
Calcolare la probabilita di scegliere 1 ed 1 solo punto appartenente all'intervallo [0, 2]:

a) esattamente;

b) usando I'approssimazione di Poisson;

¢) usando l'approssimazione gaussiana,

Soluzione

Si tratta di un problema di prove ripetute. Detta X la variabile casuale “numero di
successi in n prove”, la probabilita di scegliere un punto nell’intervallo [0, 2] (probabi-
litd di successo) é p = 2/100 = 0.02. Quindi la probabilita che, dopo n = 200 scelte
(prove), 1 ed 1 solo punto (k = 1 successo) appartenga all’intervallo dato &

a)
b)

c)

' e 2 g
P{X =1} = ( Z )pk(l —p)F = ( (1’0 ) 0.02'(1 — 0.02)' ~ 0.072

Essendo np = 200 - 0.02 = 4, approssimando la variabile casuale X con una di
Poisson di paramtero np, abbiamo che P{X =1} ~ ﬁl“.ﬁ’!)fe-—np =4~ 0.073

In questo caso si approssima una distribuzione discreta con una contlnua per
calcolare una probabilita del tipo P{X = a}, piuttosto che P{a < X < b},
e quindi il risultato sarebbe zero. Ma per una variabile casuale discreta X
assumente valori interi, per a intero, P{X =a} = P{a-05< X < @ + 0. 5}.

Qumdl approssimando X con una gaussiana di media nx =np =4 e varianza
0% =np(l —p) =4-0.98 = 3.92, abbiamo:

P{X=1}=P{1/2< X <3/2} =~ /;:2 21 _exp (WW) dr
V2mo%
! exp (.., (1 “‘ZX)Q)

B \V2mo% 20%
~ 0.064

dove si é ulteriormente approssimata l'integranda con il suo valore al centro
dell’intervallo di integrazione (in z = 1) di ampiezza unitaria. Osserviamo che
questo modo di operare coincide con P’approssimare la funzione di distribuzione
gaussiana con una opportuna scalinata e che I’approssimazione ottenuta in que-
sto caso risulta peggiore che nel caso b) dal momento che non sono verificate le

condizioni np > np(1 — p) > 1.

0



2) |6 pt] Data la variabile casuale X, la cui funzione di distribuzione F (z) é

& Fx(z)
1 1 x>0
Fx(z) =4 3+3%@z+1)? -1<z<0
|1 0 T < —1
3
—~1 0 z

Calcolare la probabilitd degli eventi A = {X >1/3}e B={X < ~1/2}.
Soluzione
Si ha immediatamente:

P(A) = 1-P{X<1/3}=1-Fx(1/3)=0
P(B) = Fx(~1/2) =1/2

3) [6 pt] Sia Y = b-a*, dove X ¢ una variabile casuale di Poisson di parametro p e a,b
sono costanti note. Calcolare F{Y}.

Soluzione

Applicando il teorema del valor medio si ottiene:

E{Y}=E{-a*} = 3 b atler

= be P e

= pePll-a)

4) [7 pt] Siano B e C due variabili casuali indipendenti uniformemente distribuite in
[0,1]. Qual ¢ la probabilita che le radici dell’equazione z? + Bz + C' = 0 siano reali?

Soluzione

Le radici di una equzione di secondo grado sono reali quando il suo discriminante
¢ non negativo, cioé quando B? — 4C > 0. Quindi, facendo uso del teorema della
probabilita totale, la probabilita cercata é

PUC < B} = [ P{4C < B*|B =1} [s(b)db



>

1
— /O P{C < 1?4} db

5) |7 pt| Sia X una variabile casuale gaussiana a media nulla e varianza unitaria e sia
I una variabile casuale discreta, indipendente da X, che assume i valori 0 e 1 con
probabilita 1/2. Data la variabile casuale Y, funzione di X ed I,

. X sel=1
YW{—«X se ] =0

a) calcolare la densita di probabilita di V;

b) calcolare la covarianza di X e Y.
Soluzione

a) Usando il teorema delle probabilita totali per le densita di probabilita, si ha:

) = Krll=10P{I=1}+ fy(y|I = 0)P{I =0}
1 1
= §fx(y)+§fx(“?/)
= fx(y)

da cui risulta che anche Y ¢ gaussiana a media nulla e varianza unit\.‘;i‘i@.
b) Tenendo conto che E{X} = E{Y} =0, si ha:
Cov|X,Y] = E{XY}
= F{XY|I=1}P{I =1}+ E{XY |I =0}P{I =0}
1
=, [B{X?} + B{-X?}]
= 0
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Soluzioni

(/'1) La probabilita che un giocatore di freccette faccia centro & 0.7. Calcolare la probabiliti che
7 lanciando § freccette, nessuna faccia centro e quella che almeno una freccetta faccia centro.
Soluzione

E un problema di prove ripetute. Detto X il numero di successi sun = 5 prove con probabilitd di
successo p = (.7, abbiamo:

a) P{X =0} = ( (5) ) 0.7°(1 - 0.7)% = 0.3% ~ 0.00243;

b) P{X > 1} =1~ P{X = 0} ~ 0.99757.

2) Se X e Y sono v.c. di Poisson indipendenti di parametri A; e Xy, rispettivamente, calcolare la
funzione massa di probabilita di X condizionata all’evento {X +Y = n}. (Suggerimento: si sfrutti
il fatto che Z = X +Y ¢ Poisson di parametro A; 4 Ap)

Soluzione

Per il teorema Bayes

P{X +Y =n|X = k}P{X =k}

P{X =k|X+Y =n} =

P{X +Y =n}
_ PlY =n—k|X = k}P{X =k} _
P{X + Y — n} = 4 e e
ed usando Vindipendenza e la poissonianita: -\
_ P{X=KP{Y =n—k} e Mpbetnh n!
P{X +Y =n} Tk (n—k) e~(atda) () 4 Ag)m

ol Ak awk g ( M )’“ (1 M )”‘k
k=B (A M)k (A + AR Tk A+ Ag A1+ Az

cio& una distribuzione binomiale di parameri n e p = A;/(A; + A).

3) Le parole di un codice sono formate da tutte le sequenze di 5 bit di cui 3 sono “1” e 2 sono “0”. Ad
esempio 00111 e 10110 sono parole del codice. Si estrae a caso una parola del codice. Indicando con
X e Y il primo ed il secondo bit della parola estratta, determinare le quattro probabilita congiunte

P{X ==z,X =y}, con z,y € {0,1}.

Soluzione

Elencando tutte le possibili g | = 10 parole di codice, si vede che esiste solo la parola 00111 con

{X =0,Y =0}, quindi P{X =0,Y =0} = 1/10. Ci sono 3 parole che iniziano per 01 (01011,
01101, 01110), quindi P{X = 0,Y = 1} = 3/10. Similmente per 10, quindi P{X =1Y =0} =
3/10. Infine contiamo 3 parole che iniziano per 11, quindi P{X = 1,¥ =1} = 3/10.



Secondo metodo:

Immaginiamo di avere tre bit 1 e 2 bit 0 dentro un’urna, e di estrarne i primi due, X e Y,
sequenzialmente. La probabilita che il primo, X, sia 0 ¢ 2/5 (due bit 0 su 5 bit presenti), e 3/5
quella che sia 1: cioé P{X =0} =2/5 e P{X = 1} = 3/5. Una volta tolto il primo bit (cioé noto
che & stato determinato X'), ne restano 4 nella scatola. Estraiamo il secondo bit, ¥. Abbiamo
P{Y = 0|X = 0} = 1/4 poiché nella scatola sono rimasti un bit 0 e tre bit 1. Similmente,
P{Y =1[|X =0} = 3/4. Ragionando allo stesso modo comcludiamo che P{Y = 0| X =1} = 2/4
e che P{Y =1|X =1} = 2/4. Pertanto per la definizione di probabilita condizionata:

.

P{X=0,Y =0} = P{Y =0|X =0}P{X =0} =
P{X=0,Y =1} = P{Y =1|X =0}P{X =0} =

P{X=1Y =0} = P{Y =0|X=1}P{X =1} =

e D B | DD ] Q0 b ] =
Qo Ut o ot b Ot b
ek
<

P{Xx],,Yzl} = P{Y:HX':I}P{le}: 10

4) Sia (X,Y,N ) un sistema di v.c. indipendenti. X e Y sono di tipo esponenziale negativo con valor
medio 1, mentre N ¢ una v.c. discreta che puéd assumere i valori 1 e 3 con probabilita 2/3 ¢ 1/3,
rispettivamente. Si calcoli la densita di probabilita delle v.c. (a): W = NX e (b): Z = .Xf

Soluzione
a) In presenza di una v.c. discreta e una continua & utile usare il teorema della probabilita totale
per densita di probabilita:
fw(w) = fww|N =1)P{N =1} + fw(w|N = 3)P{N = 3} (1)

Ora,se N =1, W = X, e dunque fiy(w|N = 1) = fx(w) = e *U(w), avendo‘i\ndicato con
U(z) la funzione a gradino unitario. Se invece N = 3, W = 3X, e dunque per il teorema
fondamentale fw(w|N =3) = f‘ﬂ;ﬁ@ = %e“wlaU(w). Quindi sostituendo in (1) otteniamo

Jw(w) = (':,2; e+ %e“"’/s> U(w) (2)

Un modo sostanzialmente simile passa attraverso la funzione di distribuzione e ne usa il
relativo teorema della probabilita totale:

Fw(w) = P{NX <w} = P{NX <w|N=1)P{N =1} +P{NX <w|N = 3)P{N = 3}
2 w, 1
= P{X Sw}-+ P{X < =}=
(x<w)l +ppx s )
e sapendo che Fy(z) = P{X <2} =1-¢e"7 per z > 0, otteniamo
B o 2 ey 1 2 o, 1 _u
Fyy(w) = (1—e )f,)"‘“(l“‘e 3)§~1-(§e w+§e 3)

per w > 0. Derivando poi rispeito a w si ottiene ancora la (2).



b) Assumendo X e Y valori non negativi, per z < 0, Fz(z) = P{X/)Y < z} = 0 e quindi
fz(z) = 0. Per z > 0, invece, usando ancora il metodo della funzione caratteristica ed il
teorema delle probabilita totali:

PG =PX/Y <2} = [" ppyy <oy =y )y
= /: P{X < 2y} fr (y)dy

Essendo 2y
zy
P{X < zy} w—'—«/ fx(z)dz m/ e dr =1— e
- 00 0

sostituendo si ottiene

OO
Fy(z) = /0 (1— e *)e=vgy — _ 2 Z3o0

z+41 /

1 2>0
fz(z) = { (1) -
0 z2 <0

da cui per derivazione

Altro metodo:
Dal teorema fondamentale troviamo che la, densitd di probability di Z = X /Y ¢ data da
fz(z) = [% |w| Jxy (2w, w)dw, che nel nostro caso di indipendenza diventa:

fz(z) = [: lwlfx(ZW)I'Y(w)dw=:/wOO [wle™**U(zw)e™ U (w)dw
= /0 we e Vdw - U(z) = ..,

dove abbiamo usato fxy(z,y) = fx (z) fy (y) per Pindipendenza, ¢ Pipotesi fy (w) = fy(w) =

1- et U(w). Continuando: N
\

e
>

e [Ty
e moltiplicando e dividendo per (z +1)2 ¢ poi ponendo u = (z + 1)w otteniamo
1 oo | {
- T —— Ydu  U(z) = —— (= )% -
I O = e e ) - G Ve

5) La densita di probabilita congiunta delle v.c. X Y &

15 O<z<1
S22 -z ~

Ixy(z,y)=¢ 2 ¢=z-y) Se{0<y<1
0 altrimenti

Calcolare fxy(z|y).
Soluzione
Dalla formula di Bayes mista



con A = {X < z}, otteniamo

Jr(y| X < z) Fy(z)

eV =y) = Ir(@)
_ sy X <) Fx(e)]
Iy (y)
_ alor@)
fr(y)

e derivando rispetto ad z

82
paty 1Y (#,9)  fxy(z,y)

o
%Fx(le =y) =Ix(=|Y =y) = fxy(z]y) =

frv) Ay
Quindi, per0 <z <lel<y<l,
— fxv(z,y) _ fxy(z,y) . z2(2—z—y) t2-2-y) 62(2-2z—1y)
S 77 R o ol e e vl Iy dy

6) Se X3, X2, X3,X4 sono v.c. incorrelate a coppie, ciascuna con media, 0 e varianza 1.
Detti Y1 = (X1 +X2) e Yo = (Xo4+ X3) e V3 = (X3 + X4), calcolare la correlazione di:
(a) Y1 e Ya; (b) i ¢ Y.

Soluzione

a) EN1Ys] = E[(X1 + Xo)(X2 + X3)] = E[X1 Xy + X3 + X1 X3 + X5X3] = E[X3 =1
b) E[Y1Ys] = E[(X1 + X2)(X3 + X4)] = E[X1 X5 + X1 X4 + X9 X3 + X, X4] = 0

7) Tre scatole uguali contengono palline verdi e rosse. La scatola A contiene il doppio di palline verdi
rispetto alle rosse; la scatola B contiene la meta di palline verdi rispetto alle rosse; la scatola C
contiene un numero uguale di palline verdi e rosse. Scegliendo una scatola a caso, si estrae da essa
una pallina verde. Qual & la probabilitd che la scatola scelta fosse la B?

Soluzione
Definiti gli eventi:
A = {scelta della scatola A} C = {scelta della scatola C}
B = {scelta della scatola B} V = {estrazione di una pallina verde},

per il teorema di Bayes si ha:

P(B|V) = w_—..«”“’]’jfgf (B)
P(V|B)P(B)

PV AP(A) + P(V|B)P(B) + P(V |C)P(C)
1

1

3
s
5 +

B

NIt

ol

roteseet
Wi
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Soluzioni

1) [8 pt] Il signor Rossi ogni mattina da casa si reca in ufficio percorrendo un primo tratto di strada in T

minuti, passando un semaforo che, se rosso, lo costringe ad attendere 5 minuti, e proseguendo su un
ultimo tratto di strada per altri 7; minuti di tragitto. Supponendo pari a 0.5 la probabilita di incontrare
il semaforo rosso, e supponendo che le V. A. T e T, siano indipendenti ed uniformi sull’intervallo
[0,5] minuti, trovare la densita di probabilita (pdf) della V. A. “tempo impiegato da Rossi per recarsi

da casa al lavoro”.

Soluzione

Il tempo totale impiegato si pud esprimere come somma di tre V. A, indipendenti:
T=T+T+T

dove 7; & il tempo passato al semaforo, che & una V. A, discreta a due valori, 0 e 5 minuti, equiproba-
bili. Utilizzando il fatto che la pdf della somma di V. A. indipendenti & ottenuta dalla convoluzione

delle densita, definiamo X = Tj + T e subito otteniamo che la pdf fx (x) di X ha un grafico a trian-
1

golo, che sale con una retta dal valore 0 per x = 0, al valore massimo £ per x = 5 minuti, e poi

ridiscende linearmente a zero fino ad x = 10 minuti. Infine la pdf di T si pud ottenere dal teorema
della probabilita totale per le pdf:

Jr(t) fr{t|Te =0)P{T; = O} + fr(t| T, = S)P{T; = 5}
fx(’)*%+fx(1w5)'%

Il

i

dove si ¢ utilizzato il fatto che la pdf di una V. A. a cui & aggiunta una costante & la pdf traslata del
valore della costante. Pertanto si tratta di sommare due triangoli identici, di cui il secondo traslato di
5, e moltiplicare il risultato per % con il risultato riportato in figura:

4
@

T

| EEER R R LR RR R

_J 2 se O<x<lelO<y<x
fXY(xr)’)‘“{ 0 altrimenti

X

0 1
Calcolare il valore di Cov[X,Y] e del coefficiente di correlazione p = «—7%

T

-y



Soluzione

Calcoliamo prima le pdf marginali:
hd X
Sx(x) = [ Sxy (x,y)dy = /0 2dy =2x per0<x<1ezeroaltrove
oo 1
fr@y) = / Sxy (x,y)dx = / 2dx=2(1—y) per0<y<1ezero altrove
o y

da cui si trova

! 2
Ny = /x-2xdx:~,-
0 3

2 b, ]
EX = /x 2xdx = =
0 2
E[Yz] == \/l.))zz(ln.~ )d W___l_
0 N =7

da cui concludiamo che Var[X] = E[X?] ~n2 = Var|Y] = i Infine calcoliamo:

X |
E[XY]“/ / Jxv (x,y)dxdy = Oxl/ oy'2dy]dxw~:/x3dxr:%
y= 0

da cui si ricava
1

Cov[X, Y] = E[XY] —muny =

2 1
9 36

e infine

__Cofx,y] _1/36 _18_fg
VVar[X|Var[Y] 1/18 36 / 3

3) [8 pt] Una squadra di calcio & composta da 1 portiere, 4 difensori, 4 centrocampisti e 2 attaccanu
Si assuma che tutti abbiano la stessa probabilita di effettuare tiri nella porta avversaria, che & larga 7
metri, tranne il portiere ché non tira mai. Si fissi un asse delle ascisse sulla linea di fondocampo, con
lo zero (Iorigine dell’asse) al centro della porta avversaria. Ogni tiro taglia la linea di fondocampo
ad una ascissa D (il cui valore assoluto rappresenta la distanza dal centro della porta). Tale D & una

V. A. con le seguenti pdf: 1) uniforme tra -8 € 8 metri per i tiri dei difensori; 2) ae”l%q per i tiri dei
|
centrocampisti; 3) Be”lfl per i tiri degli attaccanti;
a) Determinati i valori di o e B, calcolare la probabilitd che un tiro generico finisca nello specchio

della porta avversaria.

b) Osservando che un tiro & finito a meno di 2 metri dal centro della porta, ma a pint di un metro,
stabilire quale ruolo ricopre con maggior probabilita il giocatore che ha effetuato il tiro, €

quanto vale tale probabilita.

Soluzione

a) La costante o si determina per normalizzazione:

1:0(/ e“lgldur-:oc-Z/me“gduxBa
— 0

e

B



Soluzione

(a) Lancio di un punto a caso sul quadrato di lato unitario: si tratta di un esperimento in spazio
uniforme, dove lo spazio campione ¢ rappresentato dal rettangolo di lato unitario. La densita
di probabilia congiunta delle variabili (X;,Y7) ¢ dunque costante su tale rettangolo ed uguale
all'inverso dell’area unitaria del rettangolo (condizione di normalizzazione), e nulla altrove:

I perO<z<1,0<y<l1
0 altrove

fX1Y1 (33, y) = {

La densita marginale di X si ricava per integrazione rispetto all’altra variabile:

oo ' 'idy per0<z <1 1 per0<z<l
_ du=1 Joldy p - p »
Ix (@) [_OO Fxui (@ y)dy { 0 altrove 0 altrove

cioé¢ X; ¢ uniforme su [0,1], e similmente si trova che tale ¢ anche Yi. Poiché risulta che
Ixvi (2, 9) = fx,(z)fv; (v), allora (X1,Y}) sono indipendenti, e dunque anche incorrelate, cioé

Cov[X1,Y1] = 0.
(b) Diciamo A Parea del triangolo rettangolo. Dalla figura ¢ immediato dedurre che

1
A-»*«IXxszl*llﬁ~Yzl-~2—

essendo X1, Y1, X9, Y5 V.A. indipendenti. Dunque anchele V.A. W; = [X1—Xole Wy = [Y]~Ys|
sono indipendenti perche trasformazioni di V.A. indipendenti. Ma la d.d.p. di W; ¢ Wy ci & gia
nota dall’esercizio precedente, seconda figura, ultimo grafico sulla destra. Analiticamente essa.

¢ data da: " |
_ —w) perl<w<1

Jw(w) = { 0 altrove

Si tratta ora di valutare la probabilita dell’evento {4 > 1/4} = {W;- W, > 1 /2}. Tale probabilita

si valuta integrando la d.d.p. congiunta di (Wy, W5) sul dominio D = {(wy,ws) : wyws > 1/2}

mostrato qui sotto:

0 1)2 M 1

Si tratta di integrare, per esempio, la d.d.p. per striscie verticali fissando w; e variando wy tra
1/(2w1) e 1. La variabile w; viene variata da 1/2 ad 1. Pertanto la probabilita cercata, é:

PO -Wo> 172} = [ [ () fn ()

il

1 1
o fw(wy) {/I/le fw(wg)dwg} dw;

1 1
20— w) | [ 21~ wp)duy| a
[, 2 wl)[ |, 201 = 2) wz] wy



4

2
7

i

5

I 1 .
1wy |1~ (= — | du
( w) ( 2 (2'111 Sw? )J “
1 1 1 1
L—w—— 14— — )
1/2( - i 4w? 411.)) v

= - - =1n2%0.017

4

2

4) |6 pt] Date le v.c. X, Y e Z, aventi varianza unitaria e covarianze pari a:

Cov[X,Y]= —-0.5
Cov[X,Z} =05
CovlY, Z] = 0.5

e definite le v.c. V e W come segue:

L

se ne calcoli il coefliciente di correlazione py .

Usando la bilinearita della covarianza:

372 - 5Y
—3X +27

Soluzione

C’ov[z aiXi,ijYj] = ZZaibjCov[Xi,Yj]
i j i

nel nostro caso otteniamo, ricordando che Cov[X, X] = Var|X]:

Cov[V,W] = -9Cov[Z, X| + 6Cov|Z, Z] + 15Cov[X, Y] - 10Cov[Y, Z)=-11

Usando ancora la bilinearita della covarianza concludiamo che: Var[V] = 9Var[Z]4-25Var[Y]-
2-15Cov[Z,Y] = 19 e Var[W] = OVar[X} + 4Var{Z} — 2. 6Cov[X, Z] = 7, cosicché pyw =

Cov[V,W
Var[VIVar[W]

= ~11/v/19-7 = —0.95.

.
\



TEORIA DEI SEGNALI A 21-06-2001

Soluzioni

1) [6 pt] Si supponga che il 60% degli studenti che si presentano ad un esame abbiano preparazione
sufficiente. L’esame viene superato dal 95% degli studenti preparati e dal 10% degli studenti
impreparati. Si calcolino: a) la probabilita che uno studente scelto a caso superi ’esame; b) la
probabilitad che uno studente che ha superato I’esame sia in effetti impreparato.

Soluzione
Definiti gli eventi:
P = {studente preparato} 1 = {studente impreparato}

£ = {studente supera I’esame},

~(a) per il teorema della probabilita totale si ha
P{E} = P{E|PYP{P} + P{E |T}P{I} = 0.95- 0.6 + 0.1 - 0.4 = 0.61
a) per il teorema della probabilita totale si ha:
P{€} = P{€|PYP{P} + P{E | T}P{Z} = 0.95 - 0.6 + 0.1 - 0.4 — 0.61

b) per il teorema di Bayes si ha

P{E|T}P{Z} 0.1-0.4
P{&} 061

P{T|€} =

2) [6 pt] Data una v.c. X con distribuzione esponenziale di parametro X, si determini la densita
di probabilita (d.d.p.) della v.c. ¥ = le - %l

Soluzione

iy A 1y "X

Primo metodo: Detta Y = g(X), ricaviamo prima la CDF e poi deriviamo per ottenere la
densita. Per y > 0:

Fy(y)=P{g(X)Sy}xP{§~ySXS~i~+y}mFx (;er)ul?‘x(%u )

mentre per y < 0 abbiamo Fy(y) = 0, che implica che fy(y) = 0 per y < 0. Derivando per
y > 0 otteniamo:

fr(y) = é‘p‘%@l = [fx ("}j+y) + fx (-} -»y)
, = )‘e—(1+)\y)u((% +y) + )\ew(l—w\y)u((% - y)



e compattando i risultati sia per y < 0 che per ¥y > 0 si ha;

0 sey <0
fr(y)=q e (eAy*Fe“*y) se0 <y <1/A

Secondo metodo: Applichiamo il teorema fondamentale: al di fuori dell'immagine (cioé per
y < 0) abbiamo subito fy(y) = 0. Per ogni y > 0 si hanno due soluzioni zy =1/ A—-ye

z; = 1/A +y da cui

|ig)'{<(:))| * ﬁ(gl =fx (3 -9) +x (5+v)

per y > 0, ed i conti di semplificazione poi sono gli stessi del primo metodo.

fy(y) =

3) [8 pt] Le v.c. X e Y sono entrambe uniformemente distribuite nell'intervallo (—1,1) ed indi-
pendenti. Si determini la d.d.p. della v.c. R = /X2 +Y? condizionata all’evento A = (R <

1}.

Soluzione

i
SEy

Primo metodo: I agevole procedere mediante la CDF condizionata. Dalla definizione abbiamo

P{R<r, A} P{R<r,R<1} P{R<min(r,1)}

P{A}y — P{R<1} P{R<1] (1)

Fp(r|A) =

Osservando la figura, e sapendo che la massa di probablita & tutta concentrata nel rettangolo
(-1 <2 <1,-1 <y < 1)diarea 4, Pevento {R < r} ¢ rappresentato dal disco di raggio
r ed area mr?, ed ha quindi probabilitd nr2/4 trattandosi di uno spazio uniforme. Pertanto
il numeratore P{R < min(r,1)} in (1) vale /4 per v > 1, e w2/4 per r < 1, mentre il
denominatore vale P{R < 1} = /4. Quindi abbiamo:

0 r<0
Fp(r|A)={ r* 0<r<1
1 > 1
Derivando otteniamo:
0 r <0

fRr]A)=¢ 2r 0<r<1
0 r>1

vy
!



TEORIA DEI SEGNALI A 21-01-2003

Soluzioni

1)([7 pt] Si sceglie a caso un punto nell'intervallo (0, X). Indicando con Y la v.c. che
rappresenta l'ascissa di tale punto, si determini la sua d.d.p. fy(y) nell’ipotesi che
X sia una v.c. uniforme in (0,1).

Soluzione

La v.c. X had.d.p. fx(z) =1 per 0 <z <1 e zero altrove. Condizionatamente a
X =z € (0,1), ladd.p. di Y & uniforme su (0, z):

1
2 < y<z
frix(ylz) = { 0 alt_;;'o%(:

da cui si ricava che, per y € [1,0], fxv(z,y) = frix(y|=)fx(z) = 0 e dunque anche
fy(y) = 0, mentre per 0 <y < 1:

+00 +00
ww) = [ hovde = [ fixwlo)fx(@)de
- /01 frix () 2)da

11d 1
=, sdz = —logy

2) [/ pt] Siano date due v. c. X e Y indipendenti. X ¢ uniforme su (0, 1), mentre Y ha
a seguente d.d.p.:

fr()
2 sin(my) 0<y<l1
=4 2
fyW) { 0 altrimenti
0 1 a::n;
Si calcoli I'espressione della d.d.p. della v.c. Z = X — Y e se ne dia un grafico
accurato.

Soluzione

Detto W = —Y, dal teorema fondamentale si ottiene che la d.d.p. di W ¢ fw(w) =
fy(—w), cioé corrisponde alla d.d.p. di ¥ ribaltata rispetto all’asse delle ordinate:

.
_ _ | —%sin(rw) ~l<w<0
Jw (w) { 0 altrimenti



Orala d.d.p di Z = X + W si oltiene dalla convoluzione delle due d.d.p:

12(2) = [ Furw) (e = w) du

dove abbiamo scelto di ribaltare e traslare la d.d.p. di X. Con semplici argomenti
grafici si verifica che:

i) per z < —1 le due funzioni integrande a prodotto non si sovrappongono (il gate
fx (z — u) sta completamente a sinistra di fy(u)) e dunque il loro prodotto ¢ nullo e

fz(2) =0

if) per —1 < z < 0 le due funzioni integrande a prodotto si sovrappongono parzial-
mente (il gate fx (2—u) sta asinistradi fyv(u)) e dunque il loro prodotto ¢ —% sin(u)
per —1 < u < z e nullo altrove, cosicché

£om 1 + cos(nz)
2{(z) = —— [ A S A
fz(2) [4 5 sin(7u) du 5 :
iii) per 0 < z < 1le due funzioni integrande a prodotto si sovrappongono parzialmente
(il gate fx (2 — u) sta a destra di fw(u)) e dunque il loro prodotto ¢ —Z sin(nw) per
—(1 — 2) < u < 0 e nullo altrove, cosicché

iv) infine per z > 1 le due funzioni integrande a prodotto non si sovrappongono pii
e f Z(z) = ().
8 fz(2)

Al N

1l grafico & mostrato qui a fianco -1 0 1

3) [6 pt] Si é rilevato che la spesa media mensile per I'alimentazione in una certa popo-
lazione ¢ la deviazione standard sono rispettivmente 5 = 500 Euro e ¢ = 25 Euro.
Determinare per quale frazione della popolazione la spesa differisce dalla spesa media.
per piit di 75 Euro, quando la v.c. spesa ha le seguenti distribuzioni:

a) Distribuzione gaussiana

b) Distribuzione qualunque



Soluzione

Detta §'la v.c. “spesa” la frazione cercata rappresenta la probabilita P{|S —n| > 75}.

a) Quisi ha una d.d.p fs(s) gaussiana a media 5 e deviazione o, per cui possiamo
scrivere
7—~78 00 75
PiS =0l > 75} = [ fs(s) ds + s J5(8)ds = .. = 20(°7) = 0.00205
~ 00 0+ g
dove Q(z) ¢ la funzione Q gaussiana, approssimabile con Q(z) & e~#'/2 [V 2rz?
per z > 3.
. b) Nel caso generale possiamo trovare un limite superiore applicando la disug-
uaglianza di Chebychev P{|S —n| > k} < 0®/k? , ottenendo:

o 1
—)=_-0.111

PAIS — | > 75} < () =3

4) [6 pt] Da un’urna contenente 50 palline, numerate da 1 a 50, si estrac una pallina.
Calcolare la probabilita che la pallina abbia un numero pari, o un numero divisibile
per 5, o un numerc maggiore di 30.

Soluzione

Detti: A ={pallina pari}, B ={pallina divisible per 5}, C' ={pallina > 30} applichi-
amo la formula

v

P{AUBUC} = P{A}+P{B}+P{C} - P{AB} - P{AC} - P{BC} + P{ABC)

26 10 20 5 10 4 2 38

50 T50 750 50 50 50 Tag = 5p = 076

5) [7 pt] Un’urna contiene 10 palline rosse (R), 15 bianche (B) e 5 nere (N). Si estraggono
successivamente 3 palline. Nel caso i) ad ogni estrazione si rimette nell’urna la pallina
scelta, mentre nel caso ii) no. Si calcoli in entrambi i casi i) ed ii) la probabilita dei

seguenti eventi:

a) E; ={la prima pallina estratta ¢ R, la seconda B, la terza N }

b) E, ={le tre palline sono una per colore, indipendentemente dall’ordine di es-
trazione}

¢) Es ={due palline estratte sono R e una N, indipendentemente dall’ordine di
estrazione}



%

Soluzione

Notiamo che nel caso i) le tre estrazioni sono indipendenti, mentre nel caso ii) le
estrazioni sono dipendenti, in quanto una estrazione influenza la dimensione dello
spazio campione nelle estrazioni successive.

a) Detti: A ={pallina R alla prima estrazione}, B ={pallina B alla seconda es-
trazione}, C' ={pallina N alla terza estrazione}, nel caso i) si ha per I'indipen-
denza: '

10 15 5 1

P{E\} = P{A}P{B}P{C} = 303030 = 36 &~ (0.0277

mentre nel caso ii)

. 10 15 5 925
P{El}ml’{A}P{BIA}P{(»IAB}*-555552% o15 = 0.0307

b) Le configurazioni che rappresentano I’evento E, sono le 3! = 6 permutazioni di
colori RBN, RNB, BRN, BNR, NRB, NBR, per cui

P{E:)} = P{RBN}+P{RNB}+P{BRN}+P{BNR}+P{NRB}+P{NBR}.

Ora, nel caso i), per 'indipendenza si ha:

mentre nel caso ii) si ha

P{EQ} i e Hip " N 4

10 15 5 75
= 2.2 =12 o
30 29 28 3 406 = 0.1847

c) R,aglonando come al punto (b), le permutazioni di RRN sono in numero pari a
(tutte quelle su RNB, escluse quelle su RR). Dunque nel caso i) si ha

10 10 5 31 1
PUBsY = 35357 30" 31 = 15 = 00555

mentre nel caso ii) si ha

10 9 5 3 45
CP{B3} = = — .= . = ),
P{Bs} = 30 29 28 2l 812 00554,
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Secondo metodo: 1l condizionamento ad A4 = {R < 1} ha Peffetto di azzerare fxv(z,y) ovunque
tranne che sul disco di raggio 1, e di riscalare Jxv(z,y) allinterno del disco in modo che integri

L e /22 +y2<1 @)

ad 1, cioé:
Ay =« =
Txy(z,y|A) {() altrimenti

in quanto il disco di raggio 1 ha area 7. Per calcolare fr(r | A) applichiamo il Teorema fon-
damental col metodo della variabile ausiliaria. Come gid visto in classe, possiamo usare il

sistema
{ R = ,/XZ + Y2
— Y
O = arctan (‘X‘)
che equivale al cambio di coordinate da cartesiane a polari. Dai risultati visti in classe si trova

che
rfxy(rcosf,rsin0|A) ser > 0, n<0<nw

’ foo(r,014) = { 0 altrimenti

e usando la (2) abbiamo

= sel<r <l ~g<Oh<q
0lA)={ = T e
fre(r,0]A) { 0 altrimenti.

Integrando infine rispetto a 0 otteniamo la densita desiderata

' _ [~ _ ) S5 R0 [ 2 se0<r<1
Jalr] ) = ‘[m Tro(r,0 | A)dd = { 0 10 altrimenti.

Come ¢ evidente, questo secondo metodo ¢ in questo caso molto pitt laborioso del primo.

4) [7 pt] Date le v.c. X e Y indipendenti, con d.d.p. fx(z) e fy (y) mostrate in figura:

1 fty)

1/2

<

o

12 3/2 x -1 1

determinare la d.d.p della v.c. Z = 2X + 3Y tracciandone accuratamente il grafico.

Soluzione

Definiamo V = 2X e W = 3Y, le cui d.d.p sono mostrate qui sotto

f(v) f f(w)
1/6
1/2
. w
1 3 v -3 3

Si tratta ora di trovare la ddp della V.C. Z = V4+ W, conV e W indipendenti, cioé Ia
convoluzione delle rispettive d.d.p. Il risultato dell’operazione grafica & mostrato sotto:



' 1(2)
1/6

-2 0 4 6

v
LN

Verifiche: 1) la durata (I'intervallo su cui la funzione & non nulla) deve essere la somma delle du-
rate delle funzioni coinvolte, cioé¢ 246 = 8; 2) il valore massimo si ha quando la sovrapposizione
delle funzioni coinvolte ¢ massima, cioé quando il gate pilt breve (f(v)) ¢ traslato “all’interno”
di quello piii lungo. Il prodotto in quel caso vale 1/2-1/6 = 1/12 ed & non nullo sulla durata 2
del gate piii breve, dando un’integrale pari a: (base-altezza)=2 - 1/12 = 1/6; 3) ’area sottesa &
2.1+ §-4=1, come deve una d.d.p.

5) [6 pt] Date le v.c. X, Y e Z, aventi varianza unitaria e covarianze pari a:

Cov[X,Y] =05
Cov[X,Z} = 0.5
CovlY,Z] = —0.5

e definite le v.c. V e W come segue:

V = 37-2X
W = X+4Y

se ne calcoli il coefficiente di correlazione pyy = _ CovlVW]

VVar[VIVar|W]

Soluzione

Usando la bilinearita della covarianza:

Cov[y | aiXi, D biYjl =33 a:b;jCov[X;,Y;)
i J i j

nel nostro caso otteniamo:
Cov[V, W] = 3Cou|Z, X] + 3Cov|Z,Y] - 2Var[X] - 2Cov[X, Y] = -3

Usando ancora la bilinearita della covarianza, e ricordando che Cov[X, X| = Var[X], concludia-
mo che: Var[V] = 9Var[Z] + 4Var[X]—2-6Cov[Z,X] =Te Var[W] = Var[X} + Var{Y'} +
2Cov[X,Y] = 3, cosicché pyw = —3/V/7-3 = —0.65.



TEORIA DEI SEGNALI A 20-09-2001

Svolgere i seguenti esercizi, nell’ordine preferito. Scrivere in modo chiaro e leggibile,
giustiﬁcando i passaggi. Tempo a disposizione: 3 ore.

N

1) [6 pt] Si supponga che il 60% degli studenti che si presentano ad un esame abbiano
preparaztone sufficiente. L’esame viene superato dal 95% degli studenti preparati e dal
10% degli studenti impreparati. Si calcolino: a) la probabilits che uno studente scelto
a caso superi I'esame; b) la probabilitd che uno studente che ha-superato I’esame sia in

effetti impreparato.
2) [6 pt] Data una v.c. X con distribuzione esponenziale di parametro A ( cioé fx(z) =

e~ *u(x) ), si determini la densita di probabilita (d.d.p.) della v.c. ¥ = ,X - —1~’.

3) [8 pt] Le v.c. X e Y sono entrambe uniformemente distribuite nell'intervallo (—1,1) ed
~ indipendenti. Si determini la d.d.p. della v.c. R = VX2 +Y? condizionata all’evento
={R<1}.

(‘ch A
/_,;/P 4) [7 pt] Date le v.ic. X e Y”éonrd.d‘p. Ix(z) e fy(y) mostrate in figura:

1 | 1(y)

1/2

y

1/2 32 x - 1

determinare la d.d.p della v.c. Z =2X + 3Y tracciandone accuratamente il grafico.

5) [6 pt] Datele v.ic. X, Y e Z, aventi varianza unitaria e covarianze pari a:

Cov[X,Y] =05
Cov[X,Z} =05
CoulY, Z) = —0.5

¢ definite le v.c. V e W come segue:

V = 37-2X
W = X+Y

i

. e . ° . COU VW
oefliciente di correlazione = ! .
se ne calcoli il coe pvw Var[V]Varii]



Lo



TEORIA DEI SEGNALI A 12-10-2002

Svolgere i seguenti esercizi, nell’ordine preferito. Scrivere in modo chiaro e leggibile,
giustificando i passaggi. Tempo a disposizione: 3 ore.

1) [8 pt] Due v.c. X e Y, congiuntamente continue e di cui & nota la funzione di
distribuzione Fyy (z,y), sono applicate in ingresso ad un dispositivo Ia cui uscita
fornisce il numero NV di ingressi che superano un prefissato valore di soglia y. Pertanto
N ¢ una v.c. che pud assumere solo i valori 0,1, 2. Determinare la funzione massa di

probabilita P{N =i}, i=0,..,2 in funzione di Fxy(z,y) e di 7.

2) [8 pt] Mostrare che se due v.c. X e Y sono legate dalla relazione Y = a.X + b, allora

' . ) . . 1 sea>0
il loro coefficiente di correlazione é p = 1 sea<0 "
— a

-3 @[Q pt] Date le v.ie. Y =cosX e Z = sin X, con X v.c. uniformemente distribuita in
(0,2m), (a) si calcoli la d.d.p. di Y; (b) si stabilisca se Y e Z sono incorrelate; (c) si

stabilisca se Y e Z sono indipendenti.

4) [8 pt] N=10 giocatori sparano, un colpo ciascuno e scegliendo il bersaglio indipen-
dentemente dagli altri, a M=5 bottiglie. Ciascun giocatore colpisce il bersaglio con
probabilitd p = 0.1 indipendentemente dagli altri. Si calcoli il numero medio di

_bottiglie colpite.

b



_«ﬁwz:



TEORIA DEI SEGNALIL A 12-10-2002

Soluzioni

1) [8 pt] Due v.c. X e Y, congiuntamente continue e di cui & nota la funzione di distribuzione
Fxy (x,y), sono applicate in ingresso ad un dispositivo la cui uscita fornisce il numero N di
ingressi che superano un prefissato valore di soglia y. Pertanto N & una v.c. che pud assumere
~solo i valori 0,1,2. Determinare la funzione massa di probabilita P{N = i}, i = 0,..,2 in

funzione di Fyy(x,y) e diYy.

Soluzione

Cerchiamo i valori P{N = 0}, P{N = 1}, P{N = 2}. Osservando che N = 0 quando nessuno
degli ingressi supera la soglia, abbiamo che
P{N=0} = P{X <v,Y <y} =Fxr(y,y)

Invece, N = 2 quando entrambi gli ingressi superano la soglia, quindi

P{N=2} = P{y<X <oo,y<VY <o}

= Ty (e, %2) + Fy (,Y) — Fxr (V%) = Fyy (=2,Y)
4

LN

Ed infine

PIN=1} = 1—P{N=0}—P{N=2}
. = Fxy(Y,%) + Fxy (eo,y) — 2Fxr (Y,Y)

2) [8 pt] Mostrare che se due v.c. X e ¥ sono legate dalla relazione Y = aX + b, allora il loro

di lazi N 1 sea>0

-oefficiente di correlazione € p = )

cocff P -1 sea<0
Soluzione

Essendo il coefficiente di correlazione uguale alla covarianza normalizzata

ey
Ox Gy

occorre calcolare la covarianza e le deviazioni standard. La covarianza puo calcolarsi come

cxy =rxy —MxWMy



essendo ryy = E{XY} la correlazione, ey = I/{X}, ny = = 12{Y} i valori medi di X e Y.

Da Y = aX + b segue immediatamente che

rey = E{aX*+bX} = aE{X*} +bny
My = any+b
Ny = any+bny

cxy = abB{X’}—an} =ac}
‘0]2/ = az(f)z( mm Oy == !al()“)(

e quindi

1 sea <0

cxy acy a 1 sea>0
oxoy |aloZ  |a] -

3 j29 pt]Date le v.c. Y =cosX e Z = sinX, con X v.c. uniformemente distribuita in (0, 27), () si
‘calcoli la d.d. p- di ¥; (b) si stabilisca se ¥ e Z sono incorrelate; (c) si stabilisca se ¥ ¢ Z sono

Soluzione { Aeq -z Y ( @
12y = G~y -

(a) Applicandoil teorema fondamentale per y = g(x), con g(x) = cosx, poiché g'(x) = ++/1 — y?

indipendenti.

_ Sfx(x) _ Jx (arccosy) 1 1
T O) = 1) I—¥  Yu/i-yp

(b) Le v.c. Y e Z sono incorrelate se E{YZ} = E{Y }E{Z}. Essendo

e n 1
E{Y} = E{cosX}n[ cosxfx(x)dx:/O cosx—é-ﬁanO
. < 2 1
E{Z} = E{sz}z/ snnxfx(;\c)dx:ﬁ/0 sinx-zmdx-zO
. . L. . m
E{yZ} = E{cosXsinX}= §E{sm(2X)} = %/ sm(Zx) ! dx 0
0
Y e Z sono incorrelate.

(¢) Dal momento che Y2+ Z2 = 1, si ha che quando per esempio Z = 1, necessariamente

Y = 0e dunque
Jriz0/Z =1) =8(y)

cioé la massa di probabilita di ¥ condizionata a Z = 1 ¢ tutta concentrata in ¥ = 0.



Tuttavia se¢ Y ¢ Z fossero indipendenti dovrebbe essere

Fry20)Z = 1) = fy(y) = 7‘{’%

che evidentemente ¢ diversa da una delta nell’origine, dunque ¥ e Z non sono indipen-

denti.

4) [8 pt] N=10 giocatori sparano, un colpo ciascuno e scegliendo il bersaglio indipendentemente
~ dagli altri, a M=5 bottiglie. Ciascun giocatore colpisce il bersaglio con probabilita p = 0.1
indipendentemente dagli altri. Si calcoli il numero medio di bottiglie colpite.

Soluzione

1 se bott. i colpita

Dettala v.c. X; = » allora il numero di bottiglie colpite & C = ¥ | X;,

0 altrimenti
e dunque E[C] = ME{X;] poiché ogni bottiglia ha la stessa probabilit di essere colpita. Una

particolare bottiglia non ¢ colpita da uno specifico giocatore con probabilita 1 — p/M, poiché
p/M ¢ la probabilita che questo la miri e la colpisca. Quindi nessun giocatore colpisce la
specifica bottiglia con probabilita (1-— p/M)N essendo le azioni dei giocatori indipendenti.
Quindi P{X; =0} = (1 —p/M)" ¢ dunque E[X]]=P{X;=1} =1~ (1—p/M)". Pertanto
E[C]=M (1 —( ——p/M)N) 0.91

e



ho
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TEORIA DEI SEGNALI A 18-02-2003

Svolgere i seguenti esercizi, nell'ordine preferito. Scrivere in modo chiaro e leggibile,
giustificando i passaggi. Tempo a disposizione: 3 ore.

1)

2)

[7 pt] Un’urna contiene 3 palline nere, 4 rosse ¢ 5 bianche. Si estraggono 2 palline a
caso. i) Qual ¢ la probabilita che almeno una delle palline sia bianca? ii) Sapendo
che una delle due palline é bianca, qual ¢ la probabilita che anche I’altra sia bianca?

[6 pt] Un test a risposte multiple contiene 10 domande, ciascuna con m risposte.
Uno studente conosce la risposta esatta a ciascuna domanda con probabilita p = 0.5,
indipendentemente domanda per domanda. Quando non conosce la risposta, tira a
caso. Qual ¢ la probabilita che lo studente conosca la risposta esatta ad una specifica
domanda, dato che ad essa ha risposto correttamente? Si determini il minimo m
affinché tale probabilita superi 0.7 . Dato che ha risposto correttamente a 7 domande
su 10, qual é in media la percentuale di domande di cui effettivamente conosce la

risposta?
[7 pt]Una variabile aleatoria (V.A.) X uniforme tra 0 e 2 entra in un blocco di
trasformazione la cui uscita ¢ la V.A. Y = g(X). Sapendo che la densita di probabilita

diY é:
3 se0<y<l1

fr(w) = { 0 altrimenti

si trovi una possibile forma esplicita della funzione g(X).

4) |7 pt] La relazione tra tensione X e corrente Y in un diodo sia data da:

_ _fax? se X >0
vea0={% NE 2

con Yo = 2 milliAmpere, e @ = 0.5 milliAmpere/Volt2. Se X ¢ una V.A. gaussiana
con media nulla e varianza pari a 1 Volt?, ricavare la densita di probabilita fy (y)
della corrente Y, tracciarne il grafico, e dire di che tipo di V.A. si tratta.

5) [6 pt] In un tubo catodico (per esempio quello del vostro televisore) un fascio di

elettroni é focalizzato al centro dello schermo. L’intensita luminosa di una data zona
dello schermo é proporzionale al numero di elettroni che vi arrivano. Si osserva che
'intensita luminosa I decresce dal centro dello schermo verso la periferia in base
alla distanza r dal centro come: I(r) = ILye "¢, ¢ > 0, dove I, e d sono costanti
note e positive. Si determini la probabilita che un elettrone del fascio finisca entro
un cerchio di raggio d centrato sullo schermo (per i calcoli si pensi lo schermo di

dimensione infinita).

L
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TEORIA DEI SEGNALI A 18-02-2003

Soluzioni

1) [7 pt] Un’urna contiene 3 palline nere, 4 rosse e 5 bianche. Sj estraggono 2 palline a

caso. 1) Qual é la probabilita che almeno una delle palline sia bianca? ii) Sapendo
che una delle due palline ¢ bianca, qual ¢ la probabilita che anche I'altra sia bianca?

Soluzione

i)

Metodo 1: Si pensino le palline numerate da 1 a 12. Ci sono 12 modi diversi di
scegliere la prima, pallina, e 11 di scegliere la seconda. Ci sono dunque 12-11 differenti
coppie ordinate di palline, che rappresentano i punti del nostro spazio campione
uniforme. Ora contiamo le coppie in cui almeno una é bianca. Contiamo prima
quelle in cui la prima o entrambe sono bianche. Ci sono 5 modi diversi di scegliere la
prima bianca. Scelta la prima, ci sono 11 modi di scegliere la rimanente pallina della
coppia. Contiamo ora quelle in cui solo la seconda ¢ bianca: se la prima non ¢ bianca
(12-5=7 modi diversi), ci sono 5 modi di scegliere la seconda bianca. I punti favorevoli
all’evento E' = {almeno una delle palline ¢ bianca} sono dunque 5-11+7-5 =518,

Pertanto la probabilita dell'evento cercato ¢ P {E} = ‘1'5.?1181‘ = %_g. >~ (0.68.

Metodo 2: si poteva ragionare trovando la probabilita dell’evento complementare
ad E, cioé¢ E = {nessuna delle palline ¢ bianca}, in cui le coppie favorevoli sono in
numero pari a 12-5=7 (modi di scegliere una non-bianca al primo posto) per 11-5=6
(modi di scegliere la seconda non bianca), cioé

— 7.6 7
PAB} = 57 = 5

dove notiamo che 7/12 ¢é la probabilita di scegliere la priina pallina non bianca, mentre
6/11 ¢é la probabilita di scegliere la seconda non bianca condizionata alla scelta della

prima bianca. Infine, P{F} =1 — P{E} = 15/22 = 0.68.
Metodo 3: 5i poteva ragionare su uno spazio campione uniforme composto da coppie

. : 12 .
non ordinate, che sono in numero pari a 9 | = 66. Le coppie non ordinate fatte

solo da palline non bianche sono quelle scelte tra le 12-5=7 non bianche, e sono

( ; ) = 21. Dunque

— 21 7
P{B} ==

come sopra.

i)

\



Detto A = {entrambe le palline bianche}, si sta qui cercando P(A| L), che si trova
con Bayes:
P (AE)

PAIB) = 5

dove in base al punto precedente otteniamo P (AFE) = P(A) = ( % ) / ( 12 ) = é%,
poiché A C E. Pertanto

o 2
P(A|E) = ]56/62? =3 (.22

Si noti che questo risultato ¢ differente dalla probabilita che, dato che la prima pallina
& bianca, anche la seconda sia bianca. Infatti quest’ultima probabilita si calcola come
segue. Se la prima ¢é bianca, rimangono 11 palline nello spazio campione ristretto dal
condizionamento, di cui solo 4 sono bianche. Dunque 4/11 = 0.36 ¢ la probabilita -
che anche l'altra sia bianca.

[6 pt] Un test a risposte multiple contiene 10 domande, ciascuna con m risposte.
Uno studente conosce la risposta esatta a ciascuna domanda con probabilita p = 0.5,
indipendentemente domanda per domanda. Quando non conosce la risposta, tira a

caso.

a) Qual ¢ la probabilita che lo studente conosca la risposta esatta ad una specifica
domanda, dato che ad essa ha risposto correttamente? Si determini il minimo
m affinché tale probabilita superi 0.7 .

b) Dato che ha risposto correttamente a 7 domande su 10, qual ¢ in media la
percentuale di domande di cui effettivamente conosce la risposta?

Soluzione

a) E evidente che se uno studente risponde correttamente, cio puo essere dovuto
al fatto che conosce la risposta, oppure perché tirando a caso ha indovinato.
Definiti gli eventi C = {risposta corretta} ¢ K = {conosce la risposta}, stiamo
cercando P (K | C). Dal teorema di Bayes:

P(C|K)P(K) _ 1p o
P(CIK)P(K)+P(C|E)P(K) 1o+ -(1-p) ’

P(K|C)=

che ci da: m > 2.33, quindi scegliamo il primo intero successivo, m = 3.

b) Con m = 3 abbiamo P (K |C) = 0.75, e questa rappresenta la probabilita di
successo ps in 7 prove indipendenti. Il numero di “successi” N rappresenta il
qumero di domande, su 7 azzeccate, a cui lo studente risponde conoscendo la




3)

risposta corretta. La distribuzione di N ¢ dunque binomiale con probabilita di
successo p, ¢ 7 prove. Pertanto il numero medio di domande azzeccate di cui lo
studente conosce la risposta ¢ N = p, - 7, e la percentuale (media) di domande

azzeccate € 7 05 7
100 = -

100 = 52.5
e 0 00 =52.5%

[7 pt] Una V.A. X uniforme tra 0 ¢ 2 entra in un blocco di trasfmmazmne la cui
uscita ¢ la V.A. Y = g(X). Sapendo che la densita di probabilita di ¥ ¢

oy 3P se0<y<i
Jrly) = { 0 altrimenti

si trovi una possibile forma esplicita della funzione g(X).
Soluzione

Se X' fosse uniforme tra 0 e 1, sappiamo che applicandole la funzione g(X') =
F7H(X') si otterrebbe in uscita una V.A. Y la cui funzione di distribuzione cumulativa
é proprio Fy(y). Nel nostro caso si ha:

v 0 sey <0
Fy(y) = / frwdu =< y*  se0<y<1
e 1 sey > 1

Non resta cha trasformare la nostra X, uniforme tra 0 e 2, in X’ . Tale trasformazione,
per il teorema fondamentale, ¢ semplicemente la moltiplicazione per il fattore %,
cio¢ X' = X/2. Quindi la trasformazione globale desiderata risulta essere g(X ) =

Fy1(X/2), cioé esplicitamente:

0 seX <0
g(X) =1 (X/2)'? se0< X <2
0 se X > 2

[7 pt] La relazione tra tensione X e corrente Y in un diodo sia data da:

aX? se X >0
Y“g(X)“{ —o se X <0
con o = 2 milliAmpere, e o = 0.5 milliAmpere/Volt%. Se X ¢ una V.A. gaussiana
con media nulla e varianza pari a 1 Volt?, ricavare la densita di probabilita fy(y)
della corrente Y, tracciarne il grafico, e dire di che tipo di V.A. si tratta.

Soluzione



(o4

Si tratta di applicare il teorema fondamentale alla trasformazione Y = ¢(X). Per
y < 0siha fy(y) = 0 in guanto non ci sono soluzioni dell’equazione y = g(z),
tranne nel caso y = —yp in cui la funzione ¢ piatta, ci sono cioé¢ infinite soluzioni e
dunque la densita di probabilita di ¥ ha una delta di Dirac piazzata in vy = —yp,
con peso pari alla probabilitdh P{X <0} = 1/2. Per y > 0 si a invece sempre
una sola soluzione z; = ma dell’equazione y = g(z), mentre la derivata in

. a2
vale ¢'(z1) = 2az; = 2,/ay. Essendo fx(z) = 572%2-, per il teorema fondamentale
abbiamo dunque:

L iv(y)

¥

—Yo 0 y

Y y prmene possind
lg/(agl)i 24/ 2wy

e la figura ne mostra il grafico. La Y ¢ dunque una V.A. di tipo misto.

y=>0

[6 pt] In un tubo catodico (per esempio quello del vostro televisore) un fascio di
elettroni é focalizzato al centro dello schermo. L’intensita luminosa di una data zona
dello schermo é proporzionale al numero di elettroni che vi arrivano. Si osserva che
P’intensita luminosa J decresce dal centro dello schermo verso la periferia in base alla
distanza r dal centro come:

I(r)=Ie™™, 720
dove Iy e d sono costanti note ¢ positive. Si determini la probabilita che un elettrone

del fascio finisca entro un cerchio di raggio d centrato sullo schermo (per i calcoli si
pensi lo schermo di dimensione infinita).

Soluzione

Ricordando Vinterpretazione in frequenza di occorrenza della densita di probabilita
di una V.A., e interpretando il flusso di elettroni come una serie di esperimenti
indipendenti ed identici di lancio di elettroni contro lo schermo, concludiamo che
I(r) é proporzionale alla densita di probabilita della V.A. R ={distanza del punto di
arrivo dell’elettrone dal centro schermo} in ciascun esperimento base, cioé per r > 0:

fr(r) = ce"/¢



dove la costante ¢ si trova imponendo la condizione di normalizzazione:

fo'e) o d i
1= / fr(r)dr = dC/ el cd/ e %dr = cd
0 0 d 0

da cui si ricava ¢ = 1/d. Pertanto

1 ,—r/d N
_ ) i€ se 72> 0
fr(r) { 0 ser < 0

ed R ¢ una V.A. esponenziale negativa. Dunque la probabilita che un elettrone caschi
dentro il cerchio di raggio d centrato sullo schermo ¢

d 0o d 1
P{R<d} = /0 fr(r)dr ::/0 e‘“"/d% :/0 e %dr=1-¢"'20.63






TEORIA DEI SEGNALI A 24-06-2002

Svolgere i seguenti esercizi, nell'ordine preferito. Scrivere in modo chiaro e leggibile,
giustificando i passaggi. Tempo a disposizione: 3 ore.

1) [6 pt] Prima del lancio di un nuovo predotto, un’azienda conduce una ricerca di mercato.
Si sa che la ricerca ha la seguente aflidabilita: se il prodotto avra successo, essa lo
indichera correttamente nel 75% dei casi, mentre se il prodotto non avra SUCCEesso, essa
pronosticherd (erroneamente) il successo nel 15% dei casi. Dalle statistiche aziendali
si sa che un nuovo prodotto ha il 60% di probabilita di avere successo sul mercato.
Supponendo che la ricerca abbia previsto il successo, qual ¢ la probabilita che il prodotto
avra effettivamente successo?

2) Date le V.A. Uy e Us indipendenti e uniformemente distribuite nell’intervallo [0, 1], si
calcoli la densita di probabilita delle seguenti V. A., tracciandone accuratamente il grafico:
a) [5pt] V=U+Uy)/2;
b) [6 pt] W = |[U; — Us| .

3) Si lanciano a caso e indipendentemente due punti, Py di coordinate (X1, Y1) e Py di
coordinate (Xg, Y2), nel quadrato di lato unitario mostrato in figura:

a) [4 pt] Si trovi la densita di probabilita della V.A. X; e quella della V.A. Y;. Quanto

vale la covarianza di X; e Y7?
b) [7 pt] Si valuti la probabilita che I'area del triangolo rettangolo mostrato in figura,
avente per vertici opposti all'angolo retto i due punti dati, sia superiore a 1 /4.

4) [6 pt] Datele v.c. X, Y e Z, aventi varianza unitaria e covarianze pari a:
Cov[X,Y] = ~05
CovlX,Z} =05
CO'U[Y, Z] = 0.5
e definite le v.c. V e W come segue:
V = 3Z-5Y
W = -3X+27

se ne calcoli il coefliciente di correlazione pyyy .

.
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TEORIA DEI SEGNALL A 24-06-2002

Soluzioni

1) [6 pt] Prima del lancio di un nuovo prodotto, un’azienda conduce una ricerca di mercato. Si
sa che la ricerca ha la seguente affidabilita: se il prodotto avra successo, essa lo indichera
correttamente nel 75% dei casi, mentre se il prodotto non avra successo, essa pronostichera
(erroneamente) il successo nel 15% dei casi. Dalle statistiche aziendali si sa che un nuovo
prodotto ha il 60% di probabilita di avere successo sul mercato. Supponendo che la ricerca
abbia previsto il successo, qual ¢ la probabilita che il prodotto avra effettivamente successo?.

Soluzieone

Definiti gli eventi:
S = {prodotto ha successo} 1 = {prodotto ha insuccesso}

£ = {la ricerca prevede successo}. Cerchiamo P{S|£}.
a) per il teorema della probabilita totale si ha:
P{€} = P{E|S}P{S} + P{E|T}P{T} = 0.75- 0.6 + 0.15 - 0.4 = 0.51

b) per il teorema di Bayes si ha

P{E|SYP{S} 0.75-0.6 0.88
P{€} 051

P{SIS}?

2) Date le V.A. Uy e Us indipendenti e uniformemente distribuite nellintervallo [0, 1], si calcoli la
densita di probabilita (d.d.p.) delle seguenti V.A., tracciandone accuratamente il grafico:

a) [5pt] V =(U1+12)/2;
b) [5 pt] W = IU] - UQ’ .

Soluzione

(a) Si tratta prima di trovare la d.d.p. della V.A. Z = Uy + Us, con Uy e Uj indipendenti, cio¢
la convoluzione delle rispettive d.d.p., cio¢ i due gate unitari. Il risultato dell’operazione grafica
¢ mostrato nella seguente figura, a sinistra:

Verifiche: 1) la durata (Pintervallo su cui la funzione fz(z) é non nulla) deve essere la som-
ma. delle durate delle d.d.p coinvolte, cioé¢ 1+ 1 = 2; 2) il valore massimo si ha quando la
sovrapposizione delle funzioni coinvolte ¢ massima, cioé quando il gate ribaltato ¢ traslato di



e eagyyen oo ~ . . e A
1. Llintegranda in quol caso vale 1+ 1 = 1 ed ¢ non nulla sulla durata 1 del gate fisso, dando
50,

¢ la corretta 1’101‘111&11/,5(1.1,10110 del a d.d.p, Sulla destra della figura vediamo poi Peffetto della
. . - . A N o Iy . — . - i " -
divisione per due: V = aZ, con a = 1/2, secondo la nota regola (teorema fondamentale):

fv(v) = fz(v/a)/la|

(b) Definiamo T' = —Uy, la cui d.d.p (teorema fondamentale) & mostrata nella seguente figura,
a sinistra: :

BN

4 0t a1 o0 1

v
[92]

o 1 W

e definiamo S = U;+7', somma di due V. A. indipendenti, la cui d.d.p. si ottiene per convoluzione
delle rispettive d.d.p, ed il risultato di tale convoluzione ¢ ancora un triangolo, come mostrato
in figura al centro. Infine abbiamo W = |S], la cui d.d.p. si ottiene per applicazione del teorema

fondamentale:

fw(w) = { ”TL[“ TLF perw >0 _ { 2fs(w) perw>0

per w < 0 0 per w < 0

essendo f,(s) simmetrica. Tale d.d.p. ¢ mostrata in figura sulla destra: tale densita corrisponde
al ribaltamento della massa di probabilitd relativa ai valori negativi sopra quella per i valori

positivi.
3) Si lanciano a caso e indipendentemente due punti, Py di coordinate (X;,Y;) e Py dx coordinate
(X9,Y2), nel quadrato di lato unitario mostrato in figura:

o>g X11

a) [4 pt] Si trovi la densita di probabilita della V.A. X; e quella della V.A. Y;. Quanto vale
la covarianza di Xy e Y77

b) [7 pt] Si valuti la probabilita che I'area del triangolo rettangolo mostrato in figura, avente
per vertici opposti all’angolo retto i due punti dati, sia superiore a 1/4.



W
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da cui deduciamo o = 1/8. Analogamente si ottiene § = 1/4. Infine si cerca la probabilitd
dell’evento “tiro nello specchio della porta”, ciog £ == {=35<D< 3.5}. Definiamo gli eventi:
J ="tira un diFensore”; C ="tira un Centrocampista”; 4 ="tira un Attaccante”. Dal teorema

della probabilita totale si ha:
P{Z} = P{E|F}P{T} + P{Z|C}P{C}+ P{E| A} P{ 4}

dove“d.ai dati risulta: P{F} = &, P{C} = & Pla) = Z. Ora calcoliamo le probabilitd
condizionate usando le densita condizionate forniteci nei dati iniziali:

3.5 -
P{E|F} :/ ~l~du=~]-:0.437

-35 16 16
35 L 2 35

P{E|C} = [35ae ]?‘Jdu:éw/‘) e ddu=1-¢354 (583
35 i 2 35,

Pz|a} = [ SBe du:Z/O e ldu=1-e352220826

da cui ricaviamo
P{E}=0.437-04+0.583-0.44+0.826-0.2 = 0.573

b) P'evento condizionante & S = {1 < |D| < 2}. Si cercano le probabilita condizionate P{F|S}.
P{C|s} e P{A|5}. Dapprima si cerca, per il teorema della probabilita totale:

P{S}=P{S|F}P{F} +P{S|C}P{C} +P{5|A}P{A)

dove
P{S|F} = 2/2-l~du-— 2 0125
T hw 16
2 ~% 2 2/4
Pisicr = 2 o dun§-4/m edx= e V20172
2 y) 2/2
P{s|a} = 2/' Pe gduw;l—-zfl/2 e¥dx=e"1?_ ¢V 0238
da cui

P{5}=0.125-04+0.172-0.440.238.0.2 = 0.166
Poi, per il teorema di Bayes si ha:

P{S|F}P{F} 005

P{F|s} = PS) = 5eg = 0301
P{S|C}P{C} 0.068

P{C|S} PLS] = 5ieg = 0409
_ P{s|a}p{a} 0.047

P{als} = PS) = 7cc = 0286

pertanto, dato 5, & pill probabile che ad effettuare il tiro sia stato un Centrocampista.

4) [8 pt] Un esperimento consiste nel lanciare in un condotto una particella con traiettoria orizzontale
contro uno schermo, come mostrato in figura.

o T
X ﬁ/

Q

[ B

OVNEHOS
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Schermo e condotto sono alti 10 centimetri (si pensi al condotto come ad una figura piana, ignoran-
done la profondita). Si assuma che la coordinata verticale X della particella sia una V. A. uniforme-
mente dstribuita tra O e 10 centimetri. Prima dello schermo vi & un imbuto, con bocea di ingresso
alta 5 centimetri e bocca di uscita infinitesima (sufficiente a far passare la particella) e coassiale al
condotto, che convoglia una particella entrante sull’asse del condotto. Si determini la densit di
probabilita della V. A. Y="coordinata verticale della particella quando colpisce lo schermo”.

Soluzione

Dalla figura si evince che Y & una funzione di X cosi definita; se 0 < X < 2.507.5 < X < 10,
allora Y = X poiche la particella arriva dritta sullo schermo. Se invece 2.5 < X < 7.5, allora ¥ =5
centimetri, poiche la particella & convogliata al centro dello schermo. 11 grafico di tale funzione

y = g(x) & mostrato qui sotto:

O ................... .
of

5 Fr— :

2.5 :
/ ey
0 25 7510

Applicando il teorema fondamentale per il caicolo della pdf di funzione di V. A. si ottiene:

a) Fuori campo di definizione: fy(y) € nulla al di fuori dell*intervallo [0,2.5]1U]7.5,10]U{5} che
rappresenta il range della funzione y = g(x).

b) Zone piatte: fy(y) ha una delta di Dirac centrata ad y = 5 e con peso (area) paria P{2.5 < X <
7.5} = 0.5, che corrisponde al peso della zona piatta della funzione y = g(x).

'¢) Infine nell’intervallo y € [0,2.5)U[7.5, 10] esiste una sola soluzione dell’equazione y = g(x), ¢
tale solzione & x = y. Pertanto il tcorema fondamentale dice che in questo intervallo si ha:

_ &b 1
') 10

fr(y)
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e quindi
) 6.3-1071

Pr{03< P < 0.7/ A} = -*-*0~,- = (0.31
che ¢ minore della stessa probabilita non condizionata (a) perché PPevento condi-
zionante ¢é l'osservazione di tante teste, cio¢ di una probabilita di testa P = p che
verosimilmente ¢ pit vicina a 1 che non al centro 0.5 dellintervallo [0.3,0.7]. In
altri termini, una volta osservate 8 teste su 10 prove, 'evento {03 < P< 0.7}
¢ meno probabile che non prima dell’osservazione, in cui pensiamo teste e croci
equiprobabili.

2) Un treno e un bus arrivano in stazione a caso e indipendentemente tra le 9:00 e le 10:00.
I treno si ferma 10 minuti ed il bus per z minuti. Trovare z in modo che la probabilita
che bus e treno si incontrino in stazione sia, uguale a 0.5,

Soluzione

Il problema ¢ del tutto simile ad un esercizio sul libro di testo. Detto T Pistante di arrivo
del treno, e B quello del bus, I'evento “incontro di treno e bus” &

Mz{TngT+lOmin}U{B§T§B+mmin}

Tale evento, disegnato sul piano cartesiano che riporta T in ascissa e B in ordinata, copre
tutto il quadrato di esistenza di B e T' (cioé [9:00 < 7" < 10:00, 9:00 < B < 10:00]) tranne
due triangoli rettangoli ed isosceli a margine di tale quadrato, uno di lato 60 — 10 = 50
minuti, e l'altro di lato (60 — z) minuti. Poiché lo spazio ¢ uniforme, la probabilita
dell’evento M é data dall’area dell’insieme che lo rappresenta diviso I’area del quadrato
di esistenza (che & di 60° minuti®), e deve essere pari a 0.5:

502 (60-2)?
b ‘{_
2 ) = (.5

2
602

PriM} =1 - (

che ci fornisce I'’equazione in z:
60> — 50% = (60 — z)°

la cui unica soluzione fisicamente accettabile ¢

z = 60 — V602 — 50% = 60 — 10v/11 = 26.8 min

3) Sia X il numero di successi su n = 4 prove indipendenti con probabilita di successo
p=0.1, ed Y il numero di insuccessi. Calcolare E{X|Y > 0}.

Soluzione

L’evento {Y > 0} coincide con I'evento {X < n}. La probabilita condizionata, &:

Pr{X =14,X <n} PriX = i) sei<n
A =z 1, < 1
Pr{X =i|X <n} = PT{XW}” ={ 1= Pr{X =n}

0 altrimenti



n oy ,
dove Pr{X =i} = ( . ) PL=p)" " per 0 < i < n. Pertanto
i
n—1 .
. Pr{X =i}
F{X|X <n} = e S

2ot Pr{X =i} - nPr{X = n}

IHP’I‘{an}
_ E{X}“HP’I‘{X::n} _ npwnp"
ler{Xxn} B lmp”

= 0.3996

che ¢ un po inferiore alla media non condizionata E{X} = np.

4) Una v.c. continua X con funzione dd.p. fx (z) subisce la trasformazione V = a9(Xx).

a) Nell'ipotesi che g(a) = Fx(a), mostrare che Y & unav.c. uniformemente distribuita
traOe 1.

b) Nell’ipotesi che X sia uniformemente distribuita tra 0 ¢ 1, trovare la trasformazione
g(e@) per cui Y = g(X) ha funzione di distribuzione Fy (y) assegnata.
[Suggerimento: si supponga che 9(a) sia non decrescente]

Soluzione

a) Dal teorema fondamentale sappiamo che fy (y) = 0 se equazione y = g(z) non ha
soluzioni, mentre fy(y) = é’f((za’))l, dove z = g=!(y), se z & I'unica soluzione. Allora,
nell'ipotesi che g(a) = Fx(a), abbiamo che fy(y) = 0 pery < 0ey.> 1, dal
momento che 0 < Fx () < 1 Va, mentre, per 0 < y< 1, |g'(a)] = |Fx(a)]'= fx(c)
e quindi fy(y) = 1.

b) Ancora dal teorema fondamentale, s¢ () ¢ non decrescente, deve essere:

x(@) = Fr@ @ = (o(0)g ) = Ly (g(2)),

cioé

0 perz<0
Fx(z) = Fy (g(w)) ={* pald<z<l
I perz>1

da cui si deduce che
FZl0)  per a<0
g(@) = Fy'a) per 0 <a<l1
Y1) pera>1



